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　　Let　M　be　a　Riemannian　manifold　which　is　homeomorphic　to　the　exterior　of　a　disk　in　R2．　We　consider　in　this　paper
the　growth　property　of　the　solution　of△u十λu・＝O　where△is　the　Laplace－Beltrami　operator　andλis　a　positive
constant．　We　suppose　that　the　metric　of　M　is　expressed　globally　on　M　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ds　2＝a（r，θ）dr2十2b（r，θ）ρ（r）drdθ十c（r，θ）ρ（r）2dθ2
with　a　positive　increasing　functionρ（r）which　tends　to　infinity　as　r→∞and　with　functions　a（r，θ），b（r，θ）and　c（r，
θ）．Under　appropriate　assumptions　onρ（r）and　the　assumption　that　the　metric　is　sufficiently　close　to　ds2＝dr2十ρ（r）2
dθ2　as　r→○○，　we　can　obtain　an　estimate　from　below　for　the　．solution　u．　We　do　not　assume　anything　about　the　sign
of　the　curvature　of　the　manifold．　As　to　the　method　of　analysis，　we　apply　an　abstract　theorem　due　to　K．　Masuda．　The
present　paper　refines　the　author’s　previous　results　in　some　direction．
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　　§1．Introduction　and　the　result．
　　The　growth　property　of　the　solutions　of△u十λu＝Ofor　the　Laplace－Beltrami　operator△of　noncompact　manifolds
has　been　investigated　by　many　authors．　Most　of　the　works　dealt　with　complete　manifolds　which　possess　negative　or
positive　definite　curvatur6（cf．，　for　exaInple，［4］，［5］，［6］，［9］and［12］）．In　the　present　paper　we　also　treat　the　same
problem　but　we　require　neither　the　completeness　nor　the　definiteness　of　the　sign　of　the　curvature．　Moreover，　the　growth
property　of　the　solutions　at　the　infinity　is　derived　only　from　the　behavior　of　the　metric　near　the　infinity．
　　We　consider　a　Riemannian　manifold　M　which　is　homeomorphic　to　the　exterior　of　a　disk　in　R2，　and　whose　metric　is
expressed　with　global　coordinates　r　andθ（ro＜r＜○○，θ∈Sl）as
（1．1）　　　　　　　　　　　　　　　　ds　2＝a（r，θ）dr2十2b（r，θ）ρ（r）drdθ十c（r，θ）ρ（r）2dθ2
Here，ρis　a　positive　increasing　C2－function　of　7　withρ→Oo　as　7→oQ　andα，うand　6　are　C2－functions　of　r　andθ．
Our　objective　is　to　find　a　growth　property　as　r→∞of　the　solutions　of△u＋λu＝0，　where△is　the　Laplace－Beltrami
operator　ofル1　andλ　is　an　arbitrarily　chosen　positive　constant・
　　We　begin　with　assuming　several　properties　ofρ．　In　what　follows，　p＝dp／〃and　we　writeρ一l　and　p－l　for　1／ρand
1／P，respectively．
　　ASSUMPTION　1．　（i）戸（7）＞0　（a．　e．γ），ρ（r）→∞　　（r→○○）．
　　（ii）　P＝0（ρ）　　（r→○○）．
　　GiD　　　戸＝　 0　（P）　　　　（r　→○○）　．
（The　same　properties　were　required　in　the　author’s　previous　work［7］which　treated　rotationally　symmetric　manifolds
having　the　metric　ds2＝〃2十ρ（r）24ω2，ω∈S胴．）
　　Next，　we　make　the　following　conditions　on　the　functionsα，ろandご．（Here　and　in　the　sequel，　the　suffixes　likeα7，0。θ
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ASSUMPTION　2．　（i）　a＝1十〇（1），　c＝1十〇（1），　b＝o（1）．
（ii）ar＝・（ρ『1ρ），　Cr＝・（ρ一’P），　b。＝・（ρ一圭戸圭），　bbr；・（ρ”ρ），・・＝・（P），　C，＝・（P），　b，＝・（P）．
㈹　suplarl∈Li（ro，∞），suplcrl∈Li（ro，　oo），suplbbrl∈Li（ro，∞），
　　　　e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　ρ一’suplba・1∈L’（r。，。。），ρ”Suplbc，【∈L’（r。，。。），ρ一iSuplb，1∈Li（r。，。。），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
（iv）　arr＝＝o（ρ一iP），　　Crr＝o（ρ『iP），　　brr＝0（ρ一iP），
　　　a・e＝・（P），　c・θ＝・（P），　Cr・；0（1），　b。e＝・（P），
　　　aθθ＝o（ρP），　　　cθθ＝o（ρ戸），　　　bθθ＝0（ρP）．
Here　we　note　that　the　Laplace－Beltrami　operator△is　explicitly　given　by
（1．2） △一
ﾅ｛・・（fC・・）一・・（£・・）一・・（£・・）＋÷・・（z・・）｝
where　h；h（7，θ）is　the　function　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h＝JiE＝’5i－
Then　we　can　state　our　principal　result　as　follows．
　THEOREM　L1・　五etλ　be　an　arbitra？r）ノpositive　constant　and　u　a　solutionρプthe　e（7uαtion
（1．3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△u十λu＝0
which　d（）es　not　z／anish　iden　tically．5勿勿os6　that／1∬u〃zPtions－Z　and　2　are　satisfi〔ld．　Thenプわ7　eve73／Positive　nu〃zberんone
6αη伽4侃r、（≧r。）and　Positive　constants　C　and　C’s励伽’
（…）　　　　X、，．，、1，，．，．R，1・1・痂≧C∬，島・一・・（・R・…ri＋・）
holds　true（dM　being伽〃ieasure　corresPonding　to　the〃zetγic）．　　　　　　　　　　’
　　COROLLARY．　乙lnder　the　same　conditionρ／the　theore〃z，（1．3）can　not　have　any　nontrivial五2－solutionグ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬，傷・一・・
holds　for∫0〃ze　Positive　constant　k．
　　In［8］the　author　treated　the　same　problem，　But［8］aimed　at　finding　less　smoothρ（γ）which　guarantees（1．4）．In
fact，　the　theoreln　of［8］admits　a　functionρwhich　is　not　of　class　C　l．　In　exchange　for　that，　however，　we　had　to　assume
in　［8］　rapid　decay　of　a（r，θ）－1，わ（7，θ），c（r，θ）－1　and　their　derivatives．　On　the　contrary，　the　present　paper　requires
thatρis　C2　and　satisfies　Assumption　1，　butα一1，∂and　c－1can　decay　more　slowly　than　those　in［8］．
　　Tayoshi［13］treated　the　spectra　of　second　order　elliptic　operators　on　n－dimensional　noncompact　manifolds．　His
theorem　is　not　restricted　to　the　Laplace－Beltrami　operator，　but　as　far　as　the　manifolds　with　the　metric　of　the　form
（1．1）is　concerned，　our　result　admits　a　wider　class　ofρ’s．　For　example，ρ＝log　r　satisfies　Assumption　l　of　the　present
paper，　while　it　does　not　fit　Tayoshi’s　theorem．
　　§2．An　abstract　theorem　of　K．　Masuda．
　　Although　there　could　be　various　methods　to　prove　Theorem　1．1，　here　we　make　use　of　k．　Masuda’s　theorem　which
enables　us　to　organize　a　concise　proof．
　　In［10］Masuda　treated　a　growth　property　of　vector－valued　functions　satisfying　certain　second　order　differential
equations．　Later　he　extended　his　result　to　the　case　of　differential　inequalities（［11］）．Although　the　result　of［10］was
absorbed　in　that　of［11］，the　techniques　of［10］and［11］are　different　to　some　extent．　And　in　the　present　paper，　we
shall　use　the　original　method［10］by　making　a　new　modification．　The　essential　point　of　our　alteration　is　that　we　put
an　extra　Assumption　g　below　in　order　to　get　the　conclusion　simply　in　a　definite　form．
　　Since　Masuda　has　not　published［10］，we　shall　describe　here　Masuda’s　theorem　together　with　its　full　proof　given　by
（66）
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him．　As　mentioned　above，　however，　a　part　of　the　proof　is　modified　by　the　author　in　order　to　get　Proposition　2．2．
Th，。ugh。ut　this　secti・n　H　i・aHilbert・pace，　D　i・a・・b・pace・f　H（・・t・necess・・ily　d・n・e）・1［ll・・d（・）d・n・t・th・
norm　and　inner　product　of　H，　respectively．ノ1、（7），ノ12（r），B，（r）and五ら（γ）are　linear　operators　on　H　depending　on　a
parameter　7　which　ranges　over　the　interval（r、，　oo）．For　each　fixedγthey　assume　values　in　H　and　their　dolnains　are
supposed　to　include　1）．Let　v（γ）（r！≦r〈oO）be　a　function　ofγwith　values　in　1）which　satisfies　the　differential　equation
（・ユ）　　　（彦＋Bl（・））2v（・）＋＆（・）券〃（・）＋A，（・）v（・）＋A・（・）v（・）一・
where　the　differentiation　is　in　the　strong　sense．　We　here　introduce　several　assumptions．
　　ASSUMPTION　3．　For　arbitrary　elements　x　and　y　of　D　and　for　each　r∈（rl，　Oo），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A、（γ）x，夕）＝（x，A，（γ）y）．　　　　　’
　　ASSUMPTION　4．、B、（7）is　decomposed　into　a　sum　of　linear　operators　asβ1（γ）＝B、s（γ）十B・α（γ）where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（β1s（r）x，　y）＝（x，　Blε夕）　（∀x，夕∈the　domain　of　Bis），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B、。（r）x，夕）＝一（x，Bl副）　（∀x，夕∈the　domain　of　Bia），
Morecver，　D　is　included　in　each　domain　of　the　operators
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β、S（。）β、S（・），　Bl。（7）B1。（・），　B1。（・）B1。（γ），β1。（・）B，。（・）．
　　ASSUMPTION　5．　易（r）is　a　bounded　operator　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β（γ）：＝llB，（γ）ll
is　a　continuous　function　ofγand　belongs　to五1（71，∞）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　ASSUMPTION　6．　For　every　fixed　x　in　D，、4、（・）x，　B、α（・）xand　B、、（・）xbelong　to　C　1（（rl，Oo）；H）with　respect　to　the
norm　of　H．　Also　B、（・）xand／1、（・）xbelongto　C（（γ、，∞）；H）．
　　In　what　follows　differentiation　with　respect　to　r　is　denoted　by　a　dot．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．，
ASSUMPTI。N・．　T・。，e　e。・、・。。nn・g・・・…un・…n・。（・），ψ（・）・nd・（・）（where∬ψ（・）〃一∞）・u・h・h・t－・
　　　　　　　q（・）－1φ（・）｛llッII・＋（［且、（・）＋η（・）］・，・）｝－2R・（［B・（・）＋B・（・）］y，　y）
（2．2）　　＋2R，（［η（・）＋B，（・）B，（・）一且，（・）］・，　y）－2R・（［且1（・）＋η（・）］・，β・（・）x）＋（［A（・）＋il（・）］・；・）
　　　　　　　　　　　≧ψ（r）一’ψ（γ）11xl12
holds　for　eachκ∈1）and夕∈∩r＞r、D（B、（r））．（D（）denotes　the　domain　of　definition．）
　　ASSUMPTION　8．　For　every　x∈1）one　has
（、．、），（。）II。ll・＋，R。（B，。（。）x，．B、。（。）。）－R。（B，（。）。，・）＋R・（B，（・）B，。（・）・，・）－R・（且、（・）・，・）≧÷β（・）・11・il・・
D－TI・N・．…κbe　an・・b・t・a・y　p・・…ve　c・n…n・．　If∬ψ（・）・　ds・・・・・…，we　set　　　∵
（・．4）　　　　9K（R）・一∬。1。）∬ψ（・）・一　d・d・・
　　ASSUMPT10N　9．　For　each　K＞O　we　have　either
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬ψ（・）・　d・一∞
or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　9K（R）＝∞．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　う　　　THE。REM　2．1．　S吻。，、　that・A、、脚伽・3～9・・e・・師・諾の（・）∈C2（（・・。。）；D）ゑ・a・・㈱呵（2・1）in　the
，，。，、の加、伽9雌・劒’痂・，th・n　with　a　P・・itive・・n・t・nt・C－C・・nd・numろer　r2（≧rl）麗厩
（2．5）　　　11v（。）＋B，（・）v（・）ii・＋（A，（・）v（・），v（・））＋η（小（・）112≧　Cq（・）一’（・≧r2）・
（67）
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Provided　thαt　V　does　not　vanish　identically．
　　PROOF．　Let　F　be　a　rea1－valued　function　of　r　defined　by
（2・6）　　　　　F（r）－llV（r）＋B、（・）v（r）II・＋（A，（r）v（r），v（r））＋η（。）1。（。）ll・．
In　what　follows，　we　simply　write　v，　A，　and　op　－1　for　v（r），Al（r）and　1／q（r），respectively．
At　first　we　show
　　PROPOSITION　2・L　Under　Assumptions　3～7，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　券（・F）≧ψ1回1・（・＞rl）．
PROOF．
Therefore，　by　setting　x＝v，　y＝z）十B，　v　and　from　Assumption　7　we　have
　　The　following　proposition　itself　is　not　contained　in　Masuda’s　papers．　However，　the　crucial　part　of　our
Masuda’s　argument　which　was　used　to　prove　the　second　inequality
appendix）．For　the　rest　of　our　proof，　we　make　use　of　Agmon’s
　　PROPOSITION　2．2．
　　PROOF．
we　see
（2．7）
In　virtue　of　Assumptions　3，4and　6，　a　straightforward　calculation　leads　to
　　　　　　　　　　　F－・R嬬（・＋師＋Bの＋・R・（師）＋（姻＋・，R・（v，の励lr・
　　　　　　　　　　　　　一・R・（（券＋B，）2v，・・＋B、v）一・R・（珊卵），V＋B，v）
　　　　　　　　　　　　　　十2Re（A，v，　z）十B，　v）－2Re（（／11十η）v，　BI　v）十（！il十ij）v，　v）
　　　　　　　　　　　　　　十2ηRe（v，　z）十Bl　v）
　　　　　　　　　　　　　＝－2Re（（B，十B，）（V十Blの，♂十Blの十2Re（B』Bl　v，∂十Bl〃）
　　　　　　　　　　　　　　十2Re（（η一／12）v，0十B，　v）－2Re（（／1、十η）v，Blの十（（／il十ij）v，の．
　　　　　　　　　　・一・多（ψF）一・－1φ制・＋（（A，＋，）切｝一・R・（（B，＋助，，）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十2Re（五1，B，x，　y）十2Re（（η一、42）x，　y）－2Re（（／11十写）x，　B，x）十（（A十il）x，　x）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧ψ一’ib・Ilxl12．　　　　　　　　　　　　　　　　　□
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　proof　follows
　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　 　　　　 　　　　　　 　　　 　　　　　　　　　　of his　theorem（Theorem　A　included　in　the
　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　 　　　　　　　　　 　idea　in　［1］．
　　　　　　　 　Under　Assumpti・πs　3～9，　there　exists　a　number　r、　such　that　F（r2）＞0．
To　show　the　proposition　by　a　contradiction　argument，　we　assume　F（r）≦Oforγ≧符．　From　Proposition　2．1
一ψ（7）F（7）＝一・ωFω＋∬誕
イψ（・）11V（S）ll・d・．
（q（s）F（s））ds
Th・1・・t　t・・m・b・v・i・am・n・t…i…ea・i・g　f・n・ti…fちwhi1・th・first・n・d・e・n・t　d・p・・d・・t．・Th・・ef・・e，1。tti。g
t→00we　get
（・・8）　　　　　　一・（・）F（・）≧∬ψ（・）llv（・）ll・ds
together　with　the　convergence　of　the　right－hand　integra1．
　　Now，　from　the　hypothesis　that　v　is　continuous　and　does　not　vanish　identically，　we　can　find　a　subinterval／of（rl，○○）
in　which　v（r）never　vanishes．　For　each　7∈I　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！（r）＝log　llV（r）Il2．
Then　we　note　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／r舞｛R・伽）＋11・・ll・一撃｝．
From　the　equation（2．1）we　get
（68）
　　　　　　　　　　　　　　Growth　Estimate　of　Generalized　Eigenfunctions　of△on　Two－Dimensional　Manifolds
　　　　　　　　　　　　　　　　Re（が，　v）十11　zJ　ll2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－－R。（B、v，　v）－2R。（B、ti，　v）－R・（Biv，　v）－R・（Bz　al，　v）一（A，v，　v）－R・（A・v，　v）＋llV“2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝－R，（B、v，　v）・－2R。（D，・B，。の＋2R・ω，　B、。v）－R・（B、§〃，　v）・－R・（B・sB・av，の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一R。（B、aB、。v，　v）－R。（B、Zv，　v）LR・（al，　B掴一（A、v，　v）－R・（A・v，　v）＋II・」112
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝－11　zl十BiaV十Bisvl12十11　ti十Blavl12十2Re（BiaV，　Bisv）一（A，v，　v）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－Re（B、v，　v）十il∂十B、avl12－Re（∂十B、av，　B塗η）十Re（β2、Biav，　v）－Re（A2v，　v）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝－F十nyilvl12十2Re（、B、av，　B、sの一Re（Biv，　v）十Re（B2Biav，　v）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　LRe（A2v，　v）十211D十B、all2－Re（〇十BiaV，β窪〃）．　　　　　　　　　’
In　virtue　of（2．8），Assumption　81eads
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　デ（・）≧禽｛吉∬ψ（・）11V（・）H・dS＋tβ211・ll2
（2’1°） @　＋・ll・＋B、．。il・一βll・。11il　z＞＋B，。vH」雫止｝
since　l1β訓＝β　and　Re（B，。v，の＝o．　We　now　use　the　following　proposition，　whose　proof　will　be　given　below．
　PROPOSITION　2．3．　For　an夕two　elements　x，　yげH（x≠0）we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　斎｛1・11・－9　11・ll　ll・ll＋署1｝・i1・」牲｝≧一号Re陥・）・
Applying　this　proposition　to　the　right－hand　side　of（2．10）we　see
（・．・1）　　　ノ≧粥∬ψ（・）11v（・）1・ds－・β・Re（al＋㌍）・
But　since
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノー雫一雫
（2ユ1）　gives　rise　to　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　・
（、．、2）　　　デ（・）＋β（・）・（・）ノ（・）≧読・）∬ψ（・）・　ゐ・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　σ（r）：＝sgn　f（7）．
Now　we　turn　to　follow　Agmon’s　idea［1］．From（2．12）we　obtain，　in　particular，　that
　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（・）＋β（・）・（・）ノ（・）一・x・｛一∫1、β（t）・（t）dt｝券（・x・｛1二、β（t）・（’）d・］f　（・））≧・・
and　hence　there　exists　a　positive　constant　K　for　which
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（γ）≧－K
holds，　becauseβ∈五1（rl，○○）．Accordingly，　one　has
（2．13）　　　　　　∫（・）－f（・）≧一κ（・一・）（・＜・，・，・∈1）－t
S。f。，，　w。　h。v。、upP・・ed　th・t・，・∈1．　B・t・eei・g（2．13），we　c・m・t・k・・w　th・げ（・）can　by・・m・an・g・t°一∞at
。ny　fi。it，　p。i。t．1。。th・・w・・d・，1【v（・）II・m・・t　b・・t・i・tly　p・・i・i・・幅≦・〈∞・Thi・fact　impli・・al…h・t（2・13）h・ld・
for　r1≦二r〈s〈∞．
T…，・・…t・・ul・・，・f∫°°ψ（・）e’Ksds－・・，・t　lead…ac・n・・ad・・…nb・cau・e・h・・i・h・－h・nd・id・・f（2・12）is　finite・
Hence　th，　gK（R）。f　D・fi・iti・n　1・xi・t・．　S・b・tit・ti・g（2・13）i・t・（2・12）・nd・epeati・g　th・・ame　a・g・m・nt，　we　have
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・p｛∬β（t）・（・）dt｝ノ（R）≧・・n…＋∬。1。）…｛∬βω・（・）・dt｝∬ψ（s）・一…一・・d・dr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧・・・…＋・・xp｛一∬βω・’｝CK（R）．
㍑潔膿給二s野膿繋濡。謝。£e認12三、蹟：謡認慧1欝i撒膿濫
2．2has　been　established．　　　　・tI
　　F・・mP・・P・・iti・n・2・1・・d　2・2w・・ee　th・tψ（r）F（r）≧q（r2）F（r2）（r≧・r2），whi・h　i・n。thi。g　b。t　Th。。，em　2．1．
PR°°F°F　PR・P・SITI・N　2・3（by　M・・ud・）・S・t　y－（P＋iq）x＋・，　P，　q∈R，　x，・∈H，　z⊥x，。nd・11。ll一ξ11。ll．　Th，n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　澁｛1レll・－9il・ll　ll・ll－」㌣｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ρ2＋・・＋1ξ1・一穿爾一P・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧1・1・＋1ξ1・－8（rp1＋1・1＋1ξD
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧一誓一号lpl．　　　　　　　　　□
§3．Proof　of　Theorem　L1．
Th・p…f・f　Th…em　1・1i・achi・v・d　by・ed・・i・g　the　eq・・ti・n（1．3）t・an・q・ati・n。f　th。　typ，（2ユ）．W，。。t，　th。t
・fun・ti・n　u（r，θ）・f　th・v・・i・bl…andθcan　b・・eg・・d・d・・avect・r－v・1。。d　fun。ti。。。f。・whi。h。dmit，　th。　val。。，
in　L2（Si）．
F・・c・nv・ni・nce，　w・w・it・the　expli・it　f・・m・f　th・L・place－B・lt・ami・P・・at。・ag。i。，
（・・1） @　　△一歳｛・・（fC・・）一・・（t・・）一・・（£・r）＋t・・（f・・）｝
wh・・eぬ＝乃（r・θ）＝」Zii＝’Z｛’一・F・・th・C2－s・1・ti・n・f　the　equati・n△u＋λ・－O　whi・h　we　a・e　c。n、id。，i。g，　w，　p。t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v＝ρ圭hiu．
Then　v　satisfies
（3・2）　　　　　（∂。一・∂・）2v＋μ∂rV＋ρ一・∂、（v∂，）v＋qv＋ξ∂，v＋ζv－0，
hereκ，μ，　v，（7，ξandζare　given　by
（3．3）
κ一ρ一10－1ろ，
μニ2ρ一ih－ihθc－1∂－2hff’hr一ρ一lc－1ろθ十c－ICr，・
レ＝c－la－c－2∂2
　　　　　　　　　　　　，
q＝λh2C－i＝λ（a－C『ib2），
ξ＝2ρ一’h－’h・c　’ろ一2ρ一2h－’h・c‘’a一ρ一’c－2crろ一ρ一2・一・。，b・
＋ρ一2C－2bb・＋ρ一2C－2C，a，
ζ一÷ρ一・P－tρ一lp’＋Sρ一・P・C－1・・一ρ一・P・h－・h・・一・・一吉ρ一・h－・h，C－1・，
＋号ρ一・鵬一la一壱ρ一・h－ihθθC－la＋tρ一ih－・h・・一・br－tρ一・PC－1・．
＋去ρ一iP・h－’・・＋t・”h－・h．・一…一号ρ一・h－・h，h，・－1・
一音肱6－1・・＋号〃一・hr・＋ρ一ih－ih。θ・一・弓励．r．
（70）
Growth　Estimate　of　Generalized　Eigenfunctions　of△on　Two－Dimensional　Manifolds
Hence，　by　putting
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝五・（Si），　DニH2（s’），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一・∂，，B，。一吉・・，B，。一一・∂・一告…D．（B（r））－D・
（3・4）　　　　　＆ニμ，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆11＝ρ一2∂θ（レ∂θ）十（1，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ξ∂θ＋ζ，
。n。　h。、、he　equati。n（2．1）f。・v（・）－v（・，・），wh・・e　w・・eg・・d　v（・，θ）i・avect・r－val・・d　fun・ti・n・f・with　values　ln
D．
　　From　Assumptions　l　and　2　we　see
（3．5）
h　1＋o（1）
hrr＝0（ρ一iP），
κ＝0（ρ　1）
ξ＝：0（ρ一2P）
κθ＝0（ρ一iP）
ξ診＝0（ρ一！P）
κre；0（ρ一iP），
hr；0（一玉’ρρ），
hr，＝o（P），
μ＝o（ρ”P），
ζ＝0（ρ　iP），
μ，＝o（P），
μ。＝o（1），
κ，θ＝0（P），
伽＝o（P），
heθ＝0（ρP），
レ；1＋o（1），
v、＝o（P），
レr＝0（ρ一iP），
q＝λ十〇（1），
炉o（P），
（7r＝0（ρ一iP），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　supiPt　1∈L’（r。，・。）．
We　ex。mi。。　Assumpti。。7withψ（・）一ρ（・）・・and，（・）一・ρ（・）一’ρ（・）・H・・e　k　i・an・・bit・a・y　number　sati・fying　O〈
k．2，。nd、i，　a，m。ll　numb。，　d。…mi・・d　l・…．A・am・tt…f・・nv・ni・nce・1・…d・n・…h・1・f・－hand・id・・f（2・2）
by砒y］、。　th・t（2．2）i・w・itt・n・・r［x，ツ］≧ψ（r）II・112・F・・m（3・4）w・h・v・
　　　　　r［。，，］－lep－・p｛11，ll・＋（ρ一・（vxe），＋qx＋・ρ一・ρ・，・x）｝－2R・（吻・＋脚）＋2R・（・ρ一’p・一・・）exe－9・・一・gx・・）
　　　　　　　　　　　　　　－2R。（ρ一・（VXe），＋、x＋。ρ一・P・，・一・kU，）＋（－2ρ一・P（・Xe）・＋ρ一2（・諦＋q・X－・ρ饗＋・ρ一’P’x・x）
　　　　　　　　　　　　　　－kp－・p｛llyll・一ρ一・（vx，，　x，）＋（q・，．x）＋・ρ一1ルll・｝一（・ey，・y）－2（・・y・y）＋2・ρ一’p・R・（x・y）
一2R，（κlz　tθ，　y）－2R。（卿）－2R・（gx，・）＋ρ一・（（…一…）・・，・・）一（（・q）・…）一・ρ一’p（・・…）
＋2ρ一・P（VXe，　Xe）一ρ一・（噛・・）＋（q，X，・x）＋・（一ρ一2〆＋ρ”P’）Ilnfll2・
1。the　cal、ul。ti。n。b。v。　w。　h。v，　m。d。　u，e。f　th・・el・ti・n　2R・（伽）一一伽，　x）・F・・th…th・S・hwarz　i・・q・・lity　and
。pPlicati。n。f、h。　w，11－k。。w・i・・quality・eg・・di・g・・i・hm・tic　and…m…i・mea・・wi・h・n・pP・・P・i・te　weight　yield
　　　　　　　r［。，．y］≧（kp－・P－・up1・，i－2・upl。1一ρ・up國一ρ・up1ξ1－・・PlζD　Ilyll2
　　　　　　　　　　　　　＋［（2－々）ρ一・pi。f一ρ一ls。p剛一ρ一lsup1ξ1一ρ一・supl…トρ一2supl…1一ρ一2suplv川x・【12
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ
　　　　　　　　　　　　　＋［lep－iρi。f　q＋々、ρ一・P・一。ρ一iρ・一・uplζト・upl・q・1－・・Pl・・ql－・ρ一’P・upl・・1－・upl・・1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ
　　　　　　　　　　　　　一。（ρ一・P2＋ρ一11ρD］lltH2，
、。p　b。i。g、up，．，、．　C。n，id。・i・g（3．5）・nd（ii）・f　Ass・mpti・n・，　we　c・n・1・d・・h・・if　r・　i…k・n・uffi・ient1・la「ge　and　「
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2is　greater　than　or　equal≧rl，，h，n b。、h。f，he c。effi。i，・…f・11，ll・and・llx・II・a・e n・nn・g・・i・・whil・・he c・ ffi・i・n・・f　ll・11
・・（1Vκλ一ε）ρ一・P・T…ef・・e・・f　we　ch…e・〈・λ／4，　then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r［x，夕］≧ψ（γ）一’ψ（r）llxll2
holds　true，　where
（71）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（・）・一努・（・）・一・ル）．
　Obviouslyψis　not　integrable．　Thus　Assumption　7　has　been　ascertained．
　　　Substituting（3．4）into（2．3）and　considering（3．5），we　see　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i」ll・112＋2R・（B・・x，　B1メ）－R・（B、x，・・）＋R・（B，B、ax，。）－R，（A，。，・x）
　　　　　　　　　　　　　　、一．一・ρ『’Pllli12＋・（　　　　　1　　　1－nt一一2’κ・X・－2’x・X）＋・・（x・X…x）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋R・（一・…一一1－・xax，　x）－R・（4，＋9・，・x）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・ρ一’，6　llxll・＋（　1－2’κκeaX・　x）－t（Z，eX，・X）＋（－1－X。・X，　X）＋（9、・，・）＋（9・，・X）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S・ρ一iPll・ll・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧÷（suplμ（r，θ　θ）1）・II・ll・
f・・r≧・ri・t・ki・g・1・・g・・r・　if・necessa・y．　B・t　thi・impli・・Assumpti。n　8，　becau、e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β（r）＝suplμ（r，θ）1∈Li（rl，　oo）．
　：：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
The　expression　ofζIK（R）of　Definition　l　is　now　in　order．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　細一∫》（・）一・∬努・（・）・－iρ（・）・一…一・・d、d・．
Sinceρ（r）”f　i・m・・…n・dec・ea・i・g…hang・・f　th…d…fi…g・a・i・n　lead・t・
・　　．’　　　　　　　Iim叡（1～）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R→oo
　　　　　　　　　、：　　　　一努∬・（・）・－iP（・）∫》（・）一・e－K・・一・・dra・s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧鍛∬・（・）一・P（・）（1一θ一κ・・…・）ds
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧絵（・－e一κ・／r．、ρ（・）－1戸（・）ds
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝QO
which　verifies　Assumption　9．
We　thus　hav・anumb・・r・f・・whi・h　Ass・m・・i…7－9h・1d・Si・ce・he　s・1・ti…have　a　unique　c…inu。・i。n　p，。P。，，y
（・ee　e・9・A・・nszaj・［3］），・h・hyp・・h・・i・uf…〃im・1i・・v（r）≠・f…≧。．　S・we　can，。。n・。。11，。pP1，　Th，。，em
2．1and　have
　　　　　　　　’　　　　　　　　　F（r）≧Cq（r）－1（r≧r－1）
as　a　consequence　of（2．5）．Using　the　symbol
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D＝∂r一κ∂θ
and　substituting　q（r）＝ρ（r）k，　we　see　that
（・・6）　　　F（・）－Y［］，｛1Dvi・＋ρ一・（・v・），・＋（q＋，）1・1・｝d・・Cp（r）一・（。≧、ri）．
F「°mthi・e・p・essi・n　and　the　equati・n（3・2），・ne・i…w・bl・t・deri・・th・desi・ed・・tim。t。　f。，。．　T。，h。w　it，　we
begin　with　several　formulae．　For　brevity，　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fff・一∬∬1働
Since　th・f・・m・1・・n　diff・・enti・ti…fp・・d・ct　i・al・…u・f・・th・・P・・at・・D，　th・f・11・wi・g　f。，m。1ae　ab。ut　i。t。9r。ti。n
by　parts　are　valid．（The　proof　is　omitted．）
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　PROPosITIoN　3．1．　（i）　Fo7　anγC’－function∫（r）satdStVing　f（ろ）＝∫（R）＝O　and　an夕CLルησあ07z　g（r，θ），　one乃αs
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル・・一一ff’・Dg＋∬魂　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　除＿∬（f．，－f）、1。12
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
（ii）勘。鰐C・伽cti・n・f（・）・励吻げ（・1）＝∫（R）＝ノ（rl）＝ノ（R）＝0・η4鰐8（・，θ）・f・class　C2，
the　relation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬D・f・・一∬～・D・・＋∬・・Df・・一∬・ef・Dg
ぬ01爵．
　Now，　let　dR（r）（rl≦r＜○○，　rl十2≦、R）be　a　family　of　C2－functions　satisfying
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦（rR（γ）≦1（γ、≦r＜・。），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dR（rl）＝d．（rl）＝0，（fR（r）＝0（Rsg　r＜。。），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σrR（r）ニ1（rl＋1≦r≦1～－1），
such　that　i　6R（r）land　I磁（r）land　1磁（γ）Iare　bounded　by　a　constant　which　is　independent　of、R．　If　v　is　a　solution　of（3．2）
then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬，・．1vl・一∬D・帥1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一脚・（1・1・）＋∬・・D…1・1・一∬・・…Dl・1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・R・伽冊・∬・・1加1・＋∬酬・一・R・∬紬・・
　　　　　．　　　一一・R・∬・・R（・∂rV＋ρ一・（・v・）・＋qv＋ξv・＋ζv）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・∬・・1D・1・＋∬酬・一∬（σカκる一D（σrR））i・1・・
Moreover，　in　view　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・R・∬・・μ∂rV・・一一∬（・…）・1・1・，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・R・∬・・ξ・・v・・一一∬・・ξ・回・
we　have　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬（s・・1・1・一∬（卿）rl・1・＋・砺ρ一・・lv・1・＋∬…9・・1・1・一・∬・・（・＋ζ）1・1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・∬・・1加1・＋∬（・…一…Z＋D（・…））1・12・
Hence，　we　get
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ylf．1i　Fdr　sg∬・・配・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一壱∬価一（dR・）。一戯・・－D（aR・・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・・←4e＋・q＋・ζ＋・・＋・3｝1・1・一・∬・・ρ一・vlv・1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（73）
明治大学理工学部研究報告　No．19（1998）
≦・・…．ル1・，
where　we　used　that　oR，61．，戯，μ，μr，κ，κθ，κrθ，ξわ，　q　andζare　bounded．　Consequently，　from（3．6）we　obtain　the　estimate
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／f．II，fv（r，・）1・d…≧C∫1，傷・－C’（R≧rl）・
But　because　the　measure　of　M　isρhdrdθand　v＝ρ1’2hl’2u，　this　corresponds　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f‘、r．θ，h＿，、1・（・，・）1・・〃≧C∬。傷・－C’
which　proves　Theorem　1．1．
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　　We　are　stating　Masuda’s　original　theorem　here，　starting　with　his　assumptions．
　　ASSUMPTION　7．　There　exists　a　locally　integrable　functionμ（7）such　that　for　any　x∈D　and夕∈D（、8、）satisfying
Ilyl12十（A，x，　x）＞0，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　－2Re（（B，十B，）y，　y）十（ノ1，x，　x）－2Re（／11x，　B，x）十2Re（β』、B，x，ッ）－21レ12xHll　yll
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧一μ・（llyll2＋（A，X，　X））。
　　ASSUMPTION　8〆・　One　can　find　a　positive　continuous　functionγ（7）satisfying
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Re（Bi　ax，　Bi　sx）－Re（［Bls十B～Bls十ノ12］x，　x）⊇≧γ（r）「lxll2．
　　THEOREM　A・（K．　Masuda）．　Under・4∬umptions　3～6，7／and　8ノ，　eve7ry　solution　v≠O　of（2．1）satisfies　either
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll・＋B・V11・＋（A，（齢），　v（・））≧C・x・｛一∫陸（・）ds｝
or
　　　　　　　　　　llv（・）II・≧C・xp｛一∬ex・（一∬βω小｝＋C・∬｛∫1・x・（一∬βω・の（・・（・）一準）燃
　　To　prove　this，　he　introduced　G（r）：＝ll　O十B、　vl12十（、4、v，の．By　showing　C（γ）≧O　for　largeγ，　he　proved　the　second
inequality　unless　there　exists　an　r2　such　that　G（r2）＞0．　Our　Theorern　2．1indicates　that　the　second　alternative　does　not
occur　under　an　additional　condition　which　is　natural　from　the　viewpoint　of　some　applications．
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